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园 引 言

近年来袁矩阵填充渊酝葬贼则蚤曾 糟燥皂责造藻贼蚤燥灶袁酝悦冤理
论逐渐受到越来越多学者的关注袁它是一种高效的

信号数据处理技术援 在实际研究中袁图像尧信号尧
数据等都可以利用矩阵的形式表示袁但由于受到实

验条件限制袁获得的矩阵元素往往是缺失尧受噪声

污染的援 如何通过有效算法计算得到干净尧完整的

矩阵钥 这便是矩阵填充研究的问题袁其核心思想是

通过采集部分元素重构出目标矩阵袁在重构精度上

体现出优越性援
基于矩阵填充技术重构图像矩阵袁应用于人

脸识别袁在保证较高保真度基础上对人脸图像矩阵

进行压缩降维处理袁利用矩阵填充算法有效实现重

构援 对研究人脸识别与追踪问题具有积极意义援
员 相关技术

员援员 图像降维处理

将数值元素写成低秩矩阵的形式称之为矩阵

的降维过程援 矩阵降维技术作为获取相关性和去

噪的基本工具袁广泛应用于图像压缩尧计算机视图尧
机器学习等领域援 降维的目的在于从有限缺失的

信息中获得更简洁的数据表示袁一种经典的降维技

术是基于奇异值分解实现低秩逼近援 与其他低秩

逼近方法比较袁奇异值分解的重建误差较小咱员暂援

由于图像矩阵的奇异值是人脸识别的代数

特征量袁能够反映人脸图像的内在属性和本质特

征咱圆-猿暂袁利用奇异值分解的方法能够对获得的人脸

图像矩阵进行合理的降维处理袁在不影响估计性能

的前提下袁有效地降低计算量袁节约时间和成本咱源暂援
将人脸图像写成矩阵的形式袁设 酝沂砸皂伊灶 是

原始图像袁载沂赘 是重建的近似图像袁整数 则 满足

员臆则约则葬灶噪 渊M冤袁赘 为矩阵集合袁渣渣荠渣渣为矩阵范数袁
拟合秩为 则 的矩阵 载袁使其有

渣渣酝-载渣渣= min
载沂赘袁则葬灶噪渊X冤越r 渣渣酝-载渣渣

应该指出袁对于矩阵 载的重构过程必须在集合

赘 和秩为 则 的限制条件之内援
对矩阵 酝 进行奇异值分解 咱 缘 暂袁即 酝 渊 增 冤 越

哉 渊 增 冤 渊增冤灾渊增冤袁令 杂员渊增冤袁杂圆渊增冤袁噎表示奇异值 渊增冤的对角

元素袁现将矩阵 渊增冤的对角元替换为喳杂员渊增冤袁噎袁杂噪
渊增冤袁

园袁噎袁园札袁记为 忆渊增冤定义

载渊增冤:=哉 渊增冤 忆渊增冤灾渊增冤T

在投影过程中袁矩阵集合喳酝增札满足不等式

渣渣酝渊增垣员冤-载渊增垣员冤渣渣F臆渣渣酝渊增垣员冤-载渊增冤渣渣F臆渣渣酝渊增冤-载渊增冤渣渣F
由此能够对原始图像矩阵进行降维处理袁并

利用矩阵填充技术在已知部分数据的前提下实现

人脸图像的重构援 人脸图像重构流程图如图 员所示援

基于降维压缩法的图像重构

韦 仙袁康睿丹
太原工业学院理学系袁山西 太原 园猿园园园愿

摘 要院针对人脸图像易受环境因素的影响造成缺失或者受噪声污染袁提出了从有限的信息中重构完整的

图像矩阵的方法援 首先利用奇异值压缩降维的方法提取人脸图像的特征值袁并运用基于凸优化的矩阵填充

技术对缺失的图像矩阵进行有效重构袁然后采用固定点迭代算法袁通过 酝葬贼造葬遭 语言编程袁进行分裂法迭代袁
在选取合适参数的情况下使运行程序快速收敛至目标矩阵袁减小了运行时间援 分析峰值信噪比随奇异值个

数的变化关系袁对人脸图像的保真度进行评估袁通过对不同采样率下人脸图像重构效果的对比袁运行时间

的分析袁得出降维压缩技术能够有效实现图像矩阵填充的结论援
关键词院矩阵填充曰人脸识别曰低秩曰奇异值分解
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员援圆 矩阵填充原理

由于重构的近似图像矩阵 载 是秩为 则 的低秩

矩阵袁其独立元的个数 凿枣越渊圆皂灶原则冤则 远小于维数

皂伊灶援 这说明只要采样数目大于 凿枣袁是有可能从采

集的有限元素中重构矩阵 载袁该问题能够通过解决

如下凸优化问题实现院
皂蚤灶蚤皂蚤扎藻 则葬灶噪渊载冤
泽怎遭躁藻糟贼 贼燥 载蚤躁越酝蚤躁渊蚤袁躁冤沂赘 渊员冤

其中 载 为重构矩阵袁则葬灶噪渊载冤表示矩阵 载 的秩援
这是一种根据观测数据拟合矩阵的普遍方法袁如
果存在唯一的低秩拟合数值袁那么能够实现重构袁但
这是个 晕孕鄄澡葬则凿 问题袁在理论和数值实验中需要大

量时间袁不具有应用价值援
如果秩为 则 的矩阵能够进行奇异值分解袁那

么在限制集合内能够用奇异值之和最小化来替代

渊员冤式中秩最小化问题袁有
皂蚤灶蚤皂蚤扎藻 渣渣载渣渣*
泽怎遭躁藻糟贼 贼燥 载蚤躁越酝蚤躁渊蚤袁躁冤沂赘 渊圆冤

其中渣渣载渣渣*越 n

k=1
移滓k渊载冤表示核范数袁滓k渊载冤为矩

阵 载 的奇异值援
由于核范数是凸函数袁能够通过半正定程序有

效优化援 则式渊员冤的 晕孕鄄澡葬则凿 问题成功转化为凸优

化问题袁只需要选择合适的算法程序就能够实现

矩阵的重构援
如果矩阵的某一行或者列的所有元素都没有

被采样得到袁那么无论采用何种理论和方法都不

可能填充出这一行或者列的数值援 因此袁当采样方

式满足一定条件时袁才有可能实现矩阵重构援 矩阵

填充的采样方式一般是随机等分采样援
如果矩阵的行和列几乎都由零值组成袁那么无

论使用何种采样方式都不可能实现重构袁原因是对

于大部分的采样集合袁得到的都是零值以至于没有

办法计算出非零数据援 比如矩阵院

酝=
0 0 噎 0 1
0 0 噎 0 0

0 0 噎 0 0
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对于这样的矩阵只有右上角一个数值袁其余均

为 园袁虽然是低秩矩阵却无法利用矩阵填充原理实

现重构咱远暂援 这就要求想要重构的目标矩阵 酝 的奇异

向量高度集中袁能够在非零空间中进行采样操作援
即袁奇异向量在标准基内具有不相关性袁为了使观

测值数目最小化袁有如下定义院
假设 哉 为 R灶 的子空间袁孕哉 为在 哉 上的正交

投影袁则 哉 的相关性表示为

滋渊哉冤= n
r

max1臆i臆n
渣渣PUei渣渣2

其中 蚤 为子空间 哉 的维度袁藻蚤 为标准基援 对于

任意子空间袁滋渊哉冤的最小值为 员袁如果 哉 由元素值

为
1
n姨 倍数的向量测量得到袁那么 滋渊哉冤的值为

n
r

援 对于低相关性的矩阵袁对应于子空间中的行列

值均具有低相关性袁则不能在零空间进行采样援
对矩阵 载 进行奇异值分解袁有

载=
1臆k约r
移Uk滓kV *

k

其中 哉 和 灾 分别代表行列矢量空间援
由 于矩 阵 的 相关 性 满 足 max 渊 滋 渊 哉 冤 冤 袁

渊滋渊灾冤冤臆滋0袁载=
1臆k约r
移哉k灾*

k的最大值上限为滋1 r/n2姨 袁
则满足柯西鄄施瓦茨不等式院

1臆k约r
移哉ik灾jk 臆

1臆k约r
移|哉ik|2姨 1臆k约r

移|Vjk|2姨 臆 滋0r
n

员援猿 基本算法

核范数最小化过程是一个凸优化线性约束问

题援 虽然能够转换为一个半正定程序解决袁但是这

种方法在计算大矩阵上是耗时耗资的援 固定点迭

代算法咱苑暂渊云孕悦冤袁在求解核范数最小化问题上体现

了用时短袁重构误差小的优越性援
核范数被称为 杂糟澡葬贼贼藻灶鄄员 范数或 运赠鄄云葬灶 范

数袁式渊圆冤的核范数问题亦可写成

皂蚤灶蚤皂蚤扎藻 渣渣载渣渣*
泽怎遭躁藻糟贼 贼燥 A渊载冤=b 渊猿冤

若 b 受噪声污染袁则约束条件改写成

皂蚤灶蚤皂蚤扎藻 渣渣载渣渣*
泽怎遭躁藻糟贼 贼燥 渣渣A渊载冤-b渣渣2臆兹 渊源冤

图 员 人脸图像重构流程图

云蚤早援员 云造燥憎 凿蚤葬早则葬皂 燥枣 枣葬糟藻 蚤皂葬早藻 则藻糟燥灶泽贼则怎糟贼蚤燥灶
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其拉格朗日形式为

皂蚤灶蚤皂蚤扎藻 子渣渣载渣渣*+ 1
2 渣渣A渊载冤-b渣渣22 渊缘冤

其中 兹 和 子 均为中间参数援
利用 云孕悦 算法解决式渊缘冤的问题如下院

再贼越载贼原着早渊载贼冤
载贼+1= 着子(再贼)嗓 渊远冤

其中 祝渊荠冤表示矩阵的收敛操作援 该算法的

核心是算子分裂技术袁设 载* 为式渊缘冤的最优解袁当
且仅当

园沂子 郧晕渊载*冤垣早* 渊苑冤
其中 早*越A栽渊A载*原遭冤袁对于任意 着跃园袁式渊苑冤等

价于

园沂着子祝郧晕渊载*冤垣着早渊载*冤 渊愿冤
设 栽渊窑冤颐越着子祝郧晕渊载*冤垣着早渊载*冤袁能够分成如下

两部分院栽渊窑冤越栽员渊窑冤原栽圆渊窑冤袁其中 栽员渊窑冤越着子祝郧晕渊窑冤垣
陨渊窑冤且 栽圆渊窑冤越 陨渊窑冤原着早渊窑冤援

设 y=T2渊载*冤=载*-着AT(A载*-b)袁式渊愿冤又可写成

园沂T1(载*)-y=着子祝郧晕渊载*冤垣载*-y 渊怨冤
式渊怨冤实际上是如下凸问题的优化条件

min
X* 着子渣渣载*渣渣1+ 1

2 渣渣载*-y渣渣22
该问题的最优解由收敛算子给出院

载*=祝軗v(y)
其中 v=着子 及收缩算子为祝軗v渊窑冤.

祝軗v渊窑冤=sgn(窑)窑max{渣窑渣-v,0} 渊员园冤
因此袁云孕悦 迭代算法由式渊1员冤给出.

载贼垣员越祝軗着子渊载贼原着早贼冤 渊员员冤
由于式渊缘冤的主函数是凸的袁当且仅当

0沂子坠渣渣载*渣渣*+g渊载*冤 渊员圆冤
时袁载* 是最优解援 其中 早渊载*冤越A*渊A渊载*冤原遭冤袁对 载进

行奇异值分解袁即 载=U V栽袁其中袁 =Diag(滓)沂
Rr伊r,V沂Rr伊r 那么

坠渣渣载渣渣*越喳哉灾栽垣宰颐哉栽宰越园札袁宰灾越园袁渣渣宰渣渣圆臆员
其中矩阵 宰沂Rm伊n 满足

子渊哉灾栽垣宰冤垣早渊载冤越园
哉栽宰越园袁宰灾越园袁渣渣宰渣渣圆臆员嗓 渊员猿冤

则有

园沂着子坠渣渣载*渣渣*垣载*原渊载*原着早渊载*冤冤 渊员源冤
对任意 着>0袁如果 Y*=载*原着早渊载*)
式渊员源冤式变为

园沂着子坠渣渣载*渣渣*垣载*原Y*

min
X沂Rm伊n

着子渣渣载渣渣*+ 1
2 渣渣载-Y*渣渣2F 渊员缘冤

由此得出 载* 的优化解满足.
利用固定点迭代法解决式 渊缘冤 的具体步骤院

渊员冤初始化院给定 载园袁子軈>0援 选取 子1>子2>噎>子L=子軈>0援
设置 载=载园援
渊2冤以 子=子1袁子2袁噎袁子L袁开始袁着>0 数列收敛时袁计算

Y越载原着A*渊A渊载冤-b冤袁且对 Y 作 杂灾阅 分解袁Y=
UDiag(滓)V栽袁计算 载越哉阅蚤葬早渊祝着子渊滓冤冤灾栽援
渊3冤逐次迭代至数列不收敛时结束援
圆 数值结果与分析

采用 圆援圆 郧匀扎 悦孕哉袁源 郧月yte 内存的计算机进

行模拟仿真实验袁使用酝粤栽蕴粤月编码运行算法程序援
将降维技术应用于人脸图像矩阵中袁用 韵砸蕴

国际标准人脸数据库中 杂源园 的图像作为研究对

象袁其图像维数为 员员圆伊缘缘圆袁对图像矩阵进行奇异

值分解袁分析奇异值大小与维数的关系渊见图 圆冤可
知袁并非所有的奇异值均对图像信息有较大贡献袁
只需要提取出具有决定因素的奇异值就能够充分

反映图像特征袁从而实现图像的压缩降秩袁在保证

图像质量的前提下袁尽可能地降低矩阵的秩袁而
评估图像质量的常用函数有院均方根误差 S砸酝杂耘袁信
噪比 Q杂晕砸袁峰值信噪比 Q孕杂晕砸 等援 下面给出峰值信噪

比 Q孕杂晕砸 的计算公式袁分析重建图像质量

Q孕杂晕砸越员园伊lg (2n-1)2
S砸酝杂耘蓸 蔀

S砸酝杂耘= i=1,j=1
移(aij-bij)2

mn姨
从图 圆 可知袁随着维数的增大袁奇异值逐渐减

小袁较大的奇异值数量级在 员园源袁较小的奇异值为

图 圆 奇异值与矩阵维数的关系曲线
云蚤早援圆 砸藻造葬贼蚤燥灶 curve between 泽蚤灶早怎造葬则 增葬造怎藻

and 皂葬贼则蚤曾 凿蚤皂藻灶泽蚤燥灶
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缘园 左右袁由于奇异值越小袁对图像保真度的影响越

低袁那么能够将数值较小的袁对图像特征贡献少的

奇异值合理舍去袁并结合奇异值个数与峰值信噪

比的关系渊见图 猿冤袁确定降维后的人脸图像矩阵援
图 3 中秩为 猿缘 对应的 Q孕杂晕砸 值等于 猿缘 时袁重建的

人脸图像轮廓清晰袁与原图基本无差别袁保证了图

像的质量援 这说明能够将维数为 员员圆伊缘缘圆 的人脸

图像压缩成秩为 猿缘 的图像输出援
人脸识别广泛应用于公安检查尧监控等方面袁

但由于实际条件的限制袁获得的图像矩阵往往是缺

失的袁为了获得较高清晰度的人脸图像袁除了利用

奇异值分解提取特征信息外袁还要求将目标矩阵从

获得的部分数据中重构出来援
利用矩阵填充算法袁分析不同采样率下对人脸

图像的重构效果 渊见图 源冤援 其中第一行是原始图

图 源 降秩处理后不同采样率下图像矩阵填充效果

云蚤早援源 砸藻凿怎糟藻凿原则葬灶噪 皂葬贼则蚤曾 糟燥皂责造藻贼蚤燥灶 憎蚤贼澡 凿蚤枣枣藻则藻灶贼 泽葬皂责造藻 则葬贼藻泽

图 猿 奇异值个数与 员/Q孕杂晕砸关系曲线

云蚤早援猿 砸藻造葬贼蚤燥灶 curve between 泽蚤灶早怎造葬则 增葬造怎藻泽 and 员/Q孕杂晕砸
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图 缘 未经降秩处理不同采样率下图像重够效果

云蚤早援缘 陨皂葬早藻泽 of 则藻糟燥灶泽贼则怎糟贼蚤燥灶 results 燥枣 凿蚤枣枣藻则藻灶贼 泽葬皂责造藻 则葬贼藻泽 憎蚤贼澡燥怎贼 则藻凿怎糟蚤灶早 则葬灶噪
像袁第二行是秩为 猿缘 时的重建图像袁第三尧四尧五
行分别是采样率为 员园豫尧猿园豫尧缘园豫的效果图援 将
未经降秩处理直接进行采样的图像进行重构袁效
果如图 缘 所示袁其中第一尧二尧三行分别对应采样

率为 员园豫尧猿园豫尧缘园豫的效果图援 对于图 源袁秩为猿缘
时重建图像清晰可辨袁说明压缩降维处理合理有效援
当采样率为 员园豫时袁由于采样数目 皂越远 员愿圆 小于

独立元个数 凿枣越圆圆 园员缘袁不符合矩阵填充重构条件袁
图像模糊失真曰采样率为 猿园豫时袁能够识别出人脸

轮廓曰采样率为 缘园豫时袁图像整体清晰袁虽有模糊袁
但人脸的识别度较高袁与图 缘 进行对比袁容易看

出袁通过降维处理后袁重构的人脸图像比较清晰援
图 远 给出运行时间和采样率的关系图袁随着采

样率逐渐增大袁程序运行时间变长袁当采样率为

苑园豫时袁运行时间为 圆缘 泽袁均不超过 员 皂蚤灶袁这说明

通过降维处理的矩阵填充技术能够有效地实现人

脸图像的重构援
猿 结 语

利用奇异值分解法提取人脸图像特征袁并进行

降维分析袁在不影响图像质量前提下袁运用矩阵填

充技术重构人脸图像袁利用计算机模拟袁分析实验

数值结果表明袁重构效果较好袁运行时间较短援 对
人脸识别的研究工作具有一定的指导意义和参考

价值援
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Image reconstruction based on dimension reduction and
compression technology
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